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少し以前のジャーナルに脳動脈痛の物理という題目の論文で生成機構および予防・治療
の現状がレヴューされており,この今日的で複雑な課題について血液の動力学,血管壁の弾
性そしてそれらの間の相互作用と問題が分類され興味をそそるものであった1),2)そこで
は定性的な理解のために流体力学や弾性論に基づき痛の臨界半径の壁厚および血圧依存性
などが論じられ,また弾性的血管については標準的なBiophysicsの教科書のなかで流体力
学の章で生理学的に取り扱われている3).4)上記の問題については生成要因などがまだ未
確定とされていることや若干気になったところもあるので,動的側面に比べて古典弾性論
に基づく静的な取り扱い自身は古く基本的なものであるが,少し詳しく考察し私なりにはっきり
させ整理しておくのも無駄なことではなかろうと思ったのが本稿の動機である。
最初に円筒の弾性体(血管壁)の伸びとその臨界的性質を議論し,そして次に動脈痛の
単純化されたものとして球殻の弾性の場合を考察することにする。なお本稿をその範囲内
で出来るだけ完結したものにするため,また理解の一助になるように,orthodoxな弾性論に
よる取り扱いおよび付随する関連事柄はまとめて付録に記すことにする。
均一な材質の円筒形の弾性体(壁)を考える。断面は同心円で内側の半径をr,壁厚を
I,壁の内側の圧力(血圧)と外側の圧力(組織圧)をそれぞれpin'P。utとする。円筒の軸
を通り軸に平行な仮想的な断面を考え,この弾性体を2分割する断面に垂直に作用する応
力を1として,軸方向に単位長さの部分について力の釣合いから
/ -rp/t-po,　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(1.1)
が成り立つ。ここでp=Pin-P。utは相対圧(圧力差)である。伸び応力fはこの断面に垂
直で面の法線応力であるが円筒座標では動径方向ではなく方位角方向なので接線応力Too
と関係している。それは付録(A.6　の2番目の表式
T a(r) '{prfQ+ri2/,2)-/V22a+i2/r2)wi -f)
でri-r>Pi-Pin-r2-r+'<P2-P。utとしたものであり,これを用いて断面に作用する全体の力
(周張力) F-fT )(r)drを求めると, F-t{r(Pin-Pout)/'-/><,,〟)-げとなるo即ち,L記のf
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により全体の力は正しく与えられているが,断面での応力の非一様性が平均化され平均値
I -F/tで置き換えられている。壁の内外で相対的な応力の差は/が小さいほど小さくなるとい
う点で(1.1)はtが小さいほどよい近似と考えられるがサ*m(r)-rw(r+t)-PであるのでJが
小さいほど応力の勾配は大きくなっている。
円周方向について,半径がrからdrだけ伸びることに対応する円周の伸び歪みとこれに要す
る伸び応力dfについてHooke弾性
df -Edr/r
を仮定する。ここでEは弾性定数である。さらにJとrに関し一般に
frα -C (定数)
(1.2)
(1.3)
を仮定する。上記2式に(1.3)を付加するのは付録(B.2) , (B.5)からの類推で意味
があると考えられる故である。ここでαはパラメータで, α-0のときは膜厚1が一定であるこ
とを意味し,またα-1であれば体積(または質量)が一定であることを示唆しているが,モデ
ルとしては整数でないαも考えられる。
これらより!を消去して容易に
dr/dp - (r/t)/[(E/r)-a+a)(p/t)]　　　　　　　　　　　　(2)
が導かれる。仮に分母の第2項を無視するとdr/dp-r/Etとなり>　r。> p。を初期値として
r-r{p)を求めると, tが一定のとき参考文献3)の(3.7)式
r-rQEt/{Eトro(p-po)} '即ちp -po+EtQ.-ro/r)/　　　　(3)
となる。ここで破裂圧力Pb> rが無限大になるときの圧力,はPb--P。+Et/roとなる(この
ときdr/dpも無限大になっている)。しかし一般に第2項の存在からrのこのような振る舞
いはない(2)よりZ…pr/tとして
dz/dp -(ra /c){r + (l +α)rα(dr/dp)p}-(z/p)/【1-{(1 +α)/E}z]  (4)
この(4)は基本的に付録(B.6)において√=亨をZに代えたものと似た方程式であ
るので同様に解くことができ
(1・α)logr V+> - log(cc'),　γ - (l+a)/Ec　　　　　(5)
となることがわかる(C-は積分定数)。臨界半径・臨界圧力は体積変化率
-(uv)dVIdp -K(r,t)が,つまりdrldpが,発散することから定義される:
pc - 1/yec-e - p exp[(/j,)//サ) -!].　　　- {」/(!+α))(∫(,/no)
rc -opJl!⊥　蝣r。exp【UP。/p )-!}/(!+α)】　　　　　　　(6)
当然のことながら, pcとrcはJc -k(r。/re)aを用いてpc -{E/(l+a)}tc/rcで関係づけられ(2)
の分母が零となる条件を満している。 α-Oのときpc-Et/rcであり,任意のrを固定したと
きpc -Etlrがpの上限となる。 `蝣x(>0)が零でない場合のp。は1/rl-に比例するのでrが増
大するにつれてより急激に小さくなることになる(5)に戻って圧力差と半径を考えると,
121
r-/・, p-p。から出発するときpはpcまで(5)が与えるr-njp)に従いp-pcでr-rcとなりそ
こでの傾きdr/dpが発散するということである。また(3)が有用であるのはpがpcと比べて充
分小さいときであると考えられる。
球殻の場合にも(1.1 , 1.2) , (1.3　の式の組で(1.1)が変わるだけで同様の議論が可
能である。実際,付録(A.8)のTee{r)でh**r, px-Pi〝,r2-r+t,p2-p。",として応力の平均値
f -fiTee(r)rdr/firdrを求めると
f - q(x)rplトp。ut (7)
となり,この表式は円筒の場合との比較の上でかなり見通しがよい。ここで
q(x) ≡ (1/2)/{l+(*/2)}r, x -tlr　　　　　　　　　　　　　(8)
であり, (1.1)と比べて(7)の第1項でrp/tに壁厚Eと球殻の内半径rの比xに依存する因子
ォ{*)が付け加えられるだけの違いである。これよりxが非常に小さいときは一定値q-1!2にな
るので円筒の場合(9-1)と比較して単純に因子2の相違になる(7)と(1.2) , (1.3)から
dr/dp - (r/t)/[(E/rq) -(l + α){Ux(d/dx)¥ogq}(p/t)]　　　　　( 9)
が導かれる。形式的に(2)と比較するとEがE/qに. (Woが{l+x(d/血)l-g<?}(/>/')に置き換え
られたと考えられる。従ってq-q(x)のx-依存性が無視できる程度にtがrより充分小さい場
合はq≡1/2式l+x(d/dx)logq}≡1となるから球殻が円筒よりも見かけ上弾性率が2倍になったと
みなすことができる。円筒の(5)に対応するP-P(r)またはr-iip)は(9)から容易に求められ
るので省略する。
球殻の場合の臨界圧力・臨界半径の関係式は具体的に8), 9)より
p - {2/(l+x/2y}{E/(l+α)}('/')　　　　　　　　　　　　　　(10)
と表わされることがわかる(下付き添え字Cを省略)。円筒との対応を見ると(2)より
p -{E/(1+α)}('/')であるので, {2/((l+*/2)'}が新たに付加されている。体積(あるいは質量)
保存を示唆するのは(1.3)において円筒ではα-1,球殻ではα-2である。なお参考文献1)の
臨界半径を与える(8)式は(10)において　a-0とし{2/(1+x/2Y)でx-0としたときの結果
r-2Et/pに相当している(8)式は筆者が記しているようにtォrの場合を想定し,また同文献
の(7)式で壁厚の圧力依存性を考慮しないときの結果であるが,これに対し上記の(10)はより一
般的な条件に対応できるものである。例えば, α-2のときは.(2Ec/3py/3となり塙界半径
がI/Al/3と圧力の1/3乗に反比例することになり,α-Oのときの1/pに比べて著しく変化する
ことになる(a>0として壁厚の変化を許容すると一定の圧力に対して臨界半径が大きくなるこ
とは予期されるものである)0
以上,血管壁と動脈痛の単純化した形状として円筒と球殻の弾性的性質を,力の釣合いの式
(1.1)および(7),歪みと応力に関するHookeの法則(1.2) ,そして保存則(1.3)をモデルの
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基本方程式として議論した。この中で(1.1) ,(7)のfは付録(A)に示されている応力Tooの平
均値を用いており,上述の如く応力の非均一性を考慮していないことになる。しかし付録(A)で
の壁の一様性などの仮定に依らず単に力の平衡を正確に表わしたものであるから血管壁をblack
boxとみなす現象論的立場からはかえって有用であると考えられる。実際,動脈痛の壁は一様で
はなく血流による応力にさらされる上部で組織(コラーゲン)の弾性率が小さくなり破裂に至る
とされている1),2)なお簡単のためにHooke弾性を仮定したが変位の小さくない場合を考えれば
一般化する必要があるのは言うまでもないことである4)0
本稿の主な結果は(9)と(10)で円筒と球殻に対し具体的に形式的な類似性を指摘したことであ
る。実際に半径がmmで壁厚がIImのオーダーであればその比は10":と充分に小さいのでx営0
であるが,それ以外の一般例にも適用できるものである。 aに関しては(10)において弾性定数
Eがα(>o)により」7(1+α)と実効的に小さくなるのは直感的に理解される。 αに負の場合も許
すとすれば逆に臨界半径の圧力依存性が強くなり癌の破裂という点からは危険度が増すという
ことになろう。もしも何らかの方法でαが推定されればそれを用いて臨界半径などが予測され
ることになる。
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付　　録
(A)円筒形および球形弾性体の伸びと応力
弾性体に外力が作用すると弾性体は変形し内部応力が生じる。変位ベクトルをォ-u(r)
とすると歪みテンソルり.J -り'<,(サ蝣)と応力テンソル70 -V)はそれぞれ
#jly - (1/2K∂u./∂xJ +∂uJ/叫) ,
Ti/ -2/*K -(∇　ォ)♂ ]+ォ(∇・ォ)a .{」/(l+or)}[jjv +{a/(l-2ォy)}(∇.諒)<5,>]
(A.I)
3
で与えられる(i,j-1,2,3)5>'6)O上式においてu～の発散は∇蝣u-∑nitであり,体積弾性率K,
J=1
ずれ弾性率FLとヤング率E,ポアツソン比Oとの間の関係式K-E/2(¥-2a), (t-E/(l+o)
が用いられているo TiJはj軸に垂直な面に作用するi方向の応力を表わし,平衡状態では
FL-‡dry/Ox -0であるoこれは(A.I)を用いるとIL∇・∇u,+(K+//./3)(∂/叫)∇ u-0と
ノ
表わされ, ∫ -1,2,3に対応する3つの式は一つにまとめて
∇ ・ ∇u+{(K+n/3)/FLl∇(∇蝣u)-0
と表される。従って,恒等式∇・ ∇u--∇(∇・ォ)-∇x(∇xm)に注意すると,a-は
u-の回転が∇xu1-0であるとき　　∇(∇・ォ)-0
(A.2)
(A.3)
を満足しなければならないことになる6)0
円筒形弾性体の変形が動径方向のみ,即ち軸に垂直な断面で半径方向であるとする。円
柱座標では.ォr-戸/rを2次元の動径方向の単位ベクトルとして,ォ-urerとなり,対称性に
ょり　-t*r(r)>　√弓手である。また応力テンソルは
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・r岬ロ{E/(1+cj)}【'lap +W(1-2(∫))(∇蝣ォ)∂afl]　　　　　　　　　　(A.4)
α,p -r,d,zである。この場合∇xu -Oであるので,(A.3)より2clを積分定数として∇蝣u -2c,1-そ
して∇　u -(l/r)(d/dr)rurであるので,これより別の積分定数をC。としてru, -　　<-2'つまり
ur-c,r+c7/ro歪みテンソル物はり"-durIdr-q-c2/r2,り　--ur/r-q+c2/r2でありこ
れら以外の要素は全て零であるので, (A.4)より零でない応力テンソルは
rn - {」/(l+a)(l-2a)}{c1 -C21/^} ,　　-a (l-2a)c2
*　-{」/(!+<7)(1-2a)}{cl +c2>/r<} (A.5)
丁　蝣{E/a+oyn-2cr)}2c,o
壁の内側(r-n)と外側(r -r2)で圧力がそれぞれpi'PiであるというのはM')の境界条件とし
てTrr(rl)--Piと*rr(h)-ーP2となるのでこれよりclとC2-が決まる。それらを上式に代入して応
カテンソルを具体的に求めると壁内(nl≦r≦r2)で
1〝蝣蝣{pln¥i-r22/,2)-/vi a-i /r2)}/W -n2)
- {/vi2(l+ r22/r2) -plr2¥l+ ry2/r2))/vi -1 )
vzz - 2ctQvi -Pl'l )/W -t)
(A.6)
となる。変位が動径方向に限っているから零でない軸方向の応力Tzzが現れている(もちろんこ
の場合でもポアソン比が零なら軸方向の応力はなくなる)0
球形弾性体においても変位が動径方向であるとき円筒の場合とよく似た結果となる。球座標
では動径方向の単位ベクトルe-,を用いてu -urer,ur -ur(r),r蝣」蝣2+y2+z2である。この場合
も∇xH-0なので　(A.3)より∇(∇蝣u)-0でこれを積分して∇　u-3c,　そして
∇蝣S-(l/r2)(d/dr)r¥より円筒の場合と同じ手続きによりur -ctr+c2/r2となる。これより歪
みテンソルvafi'但La,p-r,6,甲はt)rr-dur/dr-ci-2c2/r ,Vee　り押-u,lr-ci+C2/r3とな
りこれら以外の要素は全て零であるo応力テンソル軸はこれらのvafiを用いて(A.4)から得
られ,その結果は
Trr - {」/(l + a)(l - 2cJ)}{(! + a)c, - 2c2'/rJ} ,　　c2'- (l -20)c2
xee -丁押蝣{E/(l+a)(l-2a){(l+a)cl +c27^} o
(A.7)
球殻に対する同様の境界条件: TrM)蝣-Pl,TAri)--PiからclとC2-が決まり, (A.7)は壁
内(nl≦r≦r2)で具体的に
丁:{pir3(l-r3Ir3)-p2r3(¥-r,3/r3)}/(r23-r3)
で00 -7　-{/Vl (l+'2 /2r3)-p2r2¥l+n3/2r3)}/(r23-r:3)
となる。
(A.8)
(B)重力による伸びと応力
線密度A).長さloの-様な1次元の弾性体(以下,棒という)が重力下(重力加速度g)で吊
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り下げられるとき,変形していない樺を基準として,棒の伸びは変位,応力をそれぞれu(x),f(x)
としてdf(x)/dx- -p。g,f(x) -Edu(x)/血から求められる。 X-0が固定端でx -loが自由端であ
るのでォ(0) -0,/(/0)-0より　/(*)とu(x)および樺の伸びがそれぞれ
f(x) - p。g(k -x), u(x) - {p。g/E)(lox-x2/2)∂1 -〟C。) - gp。'。 /IE　　　(B. I)
となることは初等的である。
この問題は変形している棒を基準にして考えることもでき,位置をy,変位をW,応力をhと
書き換えれば
dh(y)/dy - -p(y)g, h(y) - Edw/(dy-dw), po(dy-dw) - p(y)dy　　　　(B.2)
となる。第2式はyからy+dyまでの長さdyにはdwの伸びが含まれているので元の長さ
が(dy-dw)となることによる。第3式はpoが一様な樺の線密度であるので質量保存を意味し
ている。上式からWを消去すると
dh/dy - -pog/{l+(h/E)}　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(B.3)
となり,同様の境界条件w(o)-0, h(l)-0により%).叫y)および樺の伸び∂Iを求めると
My)/E - Jl+<2pog/E)<l-y)-l
w(y) - y + (」/p。gKVl+ Vp。g/E)(l -y卜Jl+ (2p。g/E)}　　　　　　(B.4)
dI - w(l) - l+(E/p。g){l-i]l+(2p。g/E)l}<
最後の式は∂'I-/-Inの満たす式であり, ∂lについて解くと(B.I)と同じ結果∂'I-gp。IoV2E
が再現される。要するに変形した座標系ではコンシステントであるためには保存則が必要であ
るということである。
同様の取り扱いを2次元空間での弾性体(以下,ロープという)の伸びに適用することが出来
る。水平に張られた-様なロープの最下点を原点にとり鉛直方向をy軸,水平方向をx軸にとる
とロープはサ平面でy軸に対し対称である。そして張力をf,線密度をpとすると
d(fsin6)/dx- pg/cos8 ,　　　d(fcosd)!dx-O
/ -Edw/(ds-dw), pas - po(ds-dw)
(B.5)
が成り立つ。ここで0はズ軸とのなす角度で, ds-J諒二才は微少線素の長さでdwはそれ
に含まれる伸びである。これをZ…dyldxについて表わすと
dz/dx = (p。g/fQ)√‡テ/{i + (/。/」)、后テ　　　　　　　　　(B. 6 )
となる。これは(B.3)でhをZ, yをxにしたものに類似の式で, foは最下点(ロープの中点)
での張力/(*-o)である。境界条件z(x-o) -Oを用いるとxとZの関係式
sinh[(/-0g//o)* -(/<)/」)*卜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(B. 7)
が得られる。
ロープの伸びを考慮しないのは上式でE-∞とすることに相当する。このとき
z - dy/dx - sinh【(po」//<))・*]となり容易に
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*蝣*) - (ム)/pQg){cosh[(pog/fo)x] -1} ≡ yo(x)(B.8)
が得られ,この?<>(・*)はよく知られた曲線である。伸びのないロープの長さは
蝣2fJ2(dsldx)dx- L(2!β)sinh(〟/2), P -p。gL/f。となる(L < l。は張られたロープの水平距
舵)。伸びに去る形状の変化は(B.7)の括弧の第2項に起因する。 Eが有限であるが非常に大
きいとき1/Eで展開して1/Eに比例する項をとると
y(*) - y。(*) -(/。 !2(>。gE){cosh¥pQgx/f。) -1}　　　　　　　　　　(B. 9)
となり,同様の手続きにより伸び∂1 -(2/E)fi12f(x)(ds/dx)血は
∂1//0 -(/o/」)G(〟). G(β) -(β!4){l+(l//8)sinh(β))/sinh(/3/2)　　　　　(B. 10)
と表わされる。直線の場合の結果である(B.I)と比較すると, foがf(x-lo/2)-gp。IQ/2に相
当するので, (B.I)の最後の式は∂'ilk-fo/Eと書き改められる,つまり(B.10)でG(j8)-1
としたものである。このことから双曲線関数を含むG(β)は幾何学的な形状因子とみなすことが
できる。
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